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Abstract The dynamics model of the HIV-virus without delay in the cells of the human
body has a critical point in two conditions, namely virus-free conditions and endemic
conditions. Based on stability analysis with eigenvalues and Routh Hurwitz criteria, these
two critical points are asymptotically stable. With a graph of the behavior of the HIV-virus
model dynamics solution with time delay shows asymptotic stable behavior. Observations
were made with numerical simulations (Forward Euler method) based on the selection of
parameter values randomly and the delay time randomly. Graph behavior of infected cell
solutions and increased plasma viruses causes a graph of healthy cell solutions to decrease
and vice versa. Based on the analysis and simulation conducted, it appears that the solution
modeled the dynamics of the HIV-virus without delay and with the delay time moving
towards the equilibrium point or called asymptotically stable. The provision of greater delay
causes the number of infected cells and plasma viruses to decrease significantly and on this
occasion, the number of healthy cells can increase. [BEHAVIOR OF SOLUTION OF
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Method

Pendahuluan

Masalah dalam kehidupan dibawa ke dalam
untuk
penyelesaian dengan melibatkan asumsi-asumsi
tertentu dan selanjutnya dicari solusinya secara
analitis. Penyebaran virus di dalam sel tubuh
seperti virus HIV dapat diketahui melalui
pemodelan matematika. Model dinamika infeksi
virus dengan tiga variabel, yaitu sel CD4 tak
terinfeksi, terus mengalami perkembangan seiring

model  matematis mempermudah

dengan kemajuan ilmu pengetahuan. Beberapa
penelitian tentang model dinamika virus, seperti:
Viral Dynamics in Hepatitis B Virus Infection oleh
Nowak dkk. (1996), Viral Dynamics In Vivo:
Limitation On Estimates Of Intracellur Time Delay
And Virus Decay oleh Herz (1996) yang membahas
analisis dinamika virus dalam sel tubuh dengan
waktu tunda menggunakan simulasi numerik,
dijadikan rujukan utama dalam penelitian ini.
Waktu tunda (delay time) penting dalam
pemodelan masalah nyata karena keputusan
biasanya didapat berdasarkan informasi pada
keadaan sebelumnya. Pada penelitian ini dikaji

model infeksi virus dengan waktu tunda akibat
adanya tindakan pengobatan pada penderita yang
diperkenalkan oleh Herz (1996). Waktu tunda
pada sistem dideskripsikan sebagai waktu yang
dibutuhkan oleh virus yang menginfeksi sel
hingga virus tersebut berkembang, penundaan

terjadi karena adanya pengobatan
berkesinambungan.
ds

=a —68s(t) = B()s(®)v(t)

at
U s~ Du(t - e —yi)
dv

— = k(@®)i(t) —uv(t)

dat

dengan
J Z—i adalah populasi sel sehat;
o Zadalah populasi sel terinfeksi plasma virus;
at
o % adalah populasi plasma virus;
e o adalah laju perubahan sel-sel sehat yang
diproduksi oleh tubuh;

e [ adalah parameter keberhasilan virus
menginfeksi sel;
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¢ y adalah laju perubahan kematian sel yang
telah terinfeksi virus HIV;

e § adalah laju perubahan sel sehat yang
berkurang karena mati secara alami;

e k adalah parameter yang mempengaruhi
banyak produksi plasma virus HIV;

¢ padalah laju perubahan kematian virus HIV
secara alami;

¢ 1 adalah waktu tunda.

Simulasi numerik dengan metode forward
Euler dengan bantuan perangkat lunak MatLab 8.5
—R2015a dilakukan untuk melihat perilaku solusi
sistem dinamika virus HIV dalam sel tubuh.

Metode

Penelitian ini dilakukan dengan prosedur
sebagai berikut:

1. Menentukan model dinamika virus HIV dalam
sel tubuh dengan waktu tunda;

2. Menentukan titik kesetimbangan dari model;

3. Melakukan linearisasi dengan matriks Jacobian
untuk mendapatkan nilai eigen untuk
mengetahui jenis kestabilan model;

4. Mengembangkan program MatLab untuk
pengamatan perilaku solusi sistem persamaan
diferensial waktu tunda dinamika virus HIV
dalam sel tubuh;

5. Pengamatan perilaku solusi sistem dinamika
virus sel tubuh tanpa waktu tunda dan dengan
waktu tunda menggunakan metode forward
Euler dengan nilai-nilai parameter dan waktu
tunda yang berbeda;

6. Mengamati hasil simulasi numerik dari
perilaku solusi sistem persamaan diferensial
tanpa waktu tunda dan dengan waktu waktu
tunda;

7. Menarik kesimpulan tentang perilaku solusi
sistem persamaan diferensial dinamika virus
HIV dengan waktu tunda dan tanpa waktu
tunda.

Hasil dan Pembahasan

Model dinamika virus HIV dalam sel tubuh
dengan waktu tunda menggunakan model yang
dikembangkan oleh Nowak, dkk (1996) dengan
asumsi tanpa waktu tunda (r = 0).

ds/dt = a — 8s(t) — Bs(Hv(t)
di/dt = s(t)v(t) — vi(t) @)
dv/dt = xi(t) — pv(t)

Pada model Herz (1) dijelaskan bahwa
parameter S(t) dan x(t) bergantung waktu.
Namun, untuk memperjelas dan tidak
memperluas masalah, dalam penelitian ini
dibatasi tingkat keefektifan pengobatan dengan
parameter konstan (8(t) = S; k(t) = k).

Titik kesetimbangan sistem ini ditentukan
dengan menetapkan turunan pertama dari setiap
persamaannya sama dengan nol berdasarkan
definisi titik kesetimbangan (James dan Boyce,
2010).

Definisi 1 (Titik Kesetimbangan). Sebuah
vektor X* yang memenuhi f(x*) = 0 disebut
tittk kesetimbangan dari sebuah sistem
persamaan diferensial linear orde pertama.

Jadi, titik kesetimbangan dalam keadaan
bebas virus (v = 0) adalah A*(a/§,0,0) dengan
syarat parameter fra = ydu. Dalam keadaan
endemik (v > 0), titik kesetimbangan adalah
A" (ap/Br, afy — 6u/Bx, ax/yu — 6/B) dengan
syarat parameter fka > ydu.

Kestabilan di titik kesetimbangan diselidiki
dengan terlebih dahulu melakukan linierisasi di
sekitar titik kesetimbangan. Sistem (2) dapat
dituliskan kembali sebagai:

f(s,i,v) =a — 8s(t) — Bs(t)v(t)
f(s,i,v) = Bs(W)v(t) — yi(t) ©)
f(s,i,v) = xi(t) —pv(H)

Linierisasi (3) menghasilkan matriks Jacobian
di titik kesetimbangan A*(a/6,0,0) sebagai
berikut:

-5 0 —Pa/é
JfA) = [ 0 -y PBa/é ] 4)
0 K —u
Berdasarkan teorema  kestabilan titik

kesetimbangan (James dan Boyce, 2010), maka
nilai eigen dari matriks koefisien (4) dapat
menggambarkan jenis kestabilan sistem di sekitar
titik kesetimbangannya.

Teorema 1 (Kestabilan Titik Kesetimbangan).
Jika semua nilai eigen 4 dari matriks Jacobian
Jf (x*) mempunyai bagian real negatif, maka
titik kesetimbangan x* dari sistem non-linier
adalah stabil asimtotik.
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Dari persamaan karakterisik sistem (2),
det(/ —AI) =0 dengan [ matriks identitas,
didapat

Al = _8
4 T |-z +a e
2= 2 ®)

4 T |-z +a e
3

- 2

Karena y, i, k, §, a, § real positif, syarat
%} >0, dan Bkra > yéy,
maka 4; <0, 4, <0, dan A3 < 0. Karena akar-
akar karekteristik atau nilai eigen bernilai negatif
maka oleh Teorema 1, titik kesetimbangan di
keadaan bebas adalah stabil (stabil

asimtotik).

numerus (y — u)? +

virus

Linierisasi (3) juga menghasilkan matriks
Jacobian di titik kesetimbangan A" (au/
P, a/y — 6u/Bx, ax/yu — §/) sebagai berikut:

La—g@f—@ 0 —ﬁ@@]

A= p(mo8) oy p(w) ©)
0 K —u

Berdasarkan  teorema = Routh-Hurwitz
tentang kriteria kestabilan titik kesetimbangan
(James dan Boyce, 2010), maka nilai eigen dari
matriks koefisien (6) dapat menggambarkan jenis
kestabilan sistem di sekitar titik
kesetimbangannya.

Teorema 2 (Kriteria Kestabilan Routh-
Hurwitz). Didefinisikan N matriks seperti
berikut

a 1
H =(a,), H, = (a; az)'

aq 1 0
Hy=|a; a, a]|,..
as a4 as

a, 1 0 0 0
as a, a, 1 0
H; = as Ay as a, 0 1,..
0
Az2j-1 Ayj_q Q51 Qzj1 ™ G
a 1 0 - 0

_(a3 az a; 0
Hy=|"

0 0 0 " ay
dengan (I, m) adalah anggota matriks H;, yaitu

o ay_,untuk0<2l-m<k
e Jluntuk2l=m
e Ountuk 2l < matau2l > k + m.

Maka semua nilai eigen memiliki bagian real
negatif (titik kesetimbangan stabil) jika dan
hanya jika determinan dari semua matriks
Hurwitz adalah positif.

Dari persamaan karakterisik sistem (2),
det(J —AI) =0 dengan [ matriks identitas,
didapat

CO =1

q=y+u+%% .
1 1
e = peG+3)

c3 = affk — adu

Karenay, u, k, B, a, & real positif, Bxa > ydu,
dan ¢y >0, ¢; >0, c; >0, dan c¢3 > 0, maka
berdasarkan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz,
titik kesetimbangan di keadaan endemik adalah
stabil.

Kestabilan sistem digambarkan melalui
potret fase untuk lebih memahami perilaku
sistem di sekitar titik kesetimbangan. Perilaku
solusi pada model tanpa waktu tunda (z = 0,
Tabel 1) dan dengan waktu tunda (Tabel 2) di titik
keseimbangannya akan dilihat dengan nilai awal
dan parameter yang berbeda-beda.

Tabel 1.  Nilai parameter yang digunakan dalam
simulasi numerik untuk sistem tanpa waktu tunda

Titik
Kasu .
s Y u 6 a B Kk Kesetimbanga
n
12 0.7 1. 1.
1 0.7 5 5 2 v 5 (0.34,2.49,2.99)
12 0.7 1. 1.
2 0.7 5 5 2 5 5 (049, 2.34,2.80)
12 0.7 1. 1.
3 L7 2 o (034139,299)
12 0.7 1. 1.
4 . 07 o2 o (049,131,280)

Dalam hal ini akan di amati perilaku solusi
dari model yang masing-masing parameternya
berubah.
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Tabel 2. Nilai parameter yang digunakan dalam
simulasi numerik untuk sistem dengan waktu
tunda

Kasu ]jitik
s Y I 5 a B K T Kesetimbanga
n
5 07 152 057 5 17 ; (; (0.36,2538,2.85
6 07 152 057 2 17 ; (; (0.38,2522,2.66
7 07 152 057 2 17 15 1 (0.42,1 .)97,2.37
8 07 152 057 ) 17 ; ) (0.51,1 .)55,1.86
9 07 152 057 2 12 ; (; (0.51,2.)22,2.67
o o 152 057 ) 12 15 g (0.54,2.)06,2.48
11 07 152 057 ) 12 15 ;0591 .)82,2.18
1 07 152 057 2 12 ; 3 (0.73,1 .)39,1.67
13 152 07 057 2 17 é (; (0.36,1 .)33,2.85
1 152 07 057 ) 17 15 (; (0.38,1 .)24,2.66
15 152 07 057 5 17 ; 1 0.42,1 .)10,2.37
16 152 07 057 2 17 15 3 (0.51,0.)87,1.86
17 152 07 057 ) 12 15 (;. 0.51,1 .)25,2,67
18 152 07 057 ) 12 15 (;. (0.54,1 .)1 6,2.48
19 152 07 057 2 12 15 1 (0.59,1 .)02,2. 18
20 152 07 057 ) 12 é ) (0.73,0.)78,1 .67
Gambar 1 adalah grafik yang

memperlihatkan perbandingan perilaku solusi sel
sehat, sel terinfeksi dan plasma virus HIV tanpa
waktu tunda dengan nilai parameter berbeda dan
nilai awal (s(0) = 2;i(0) = 1; v(0) = 1).

Grafik dari kasus 1 (y = 0.7; u = 1.25; 8 =
1.7, k = 1.5) memiliki grafik sel sehat yang
menurun selama waktu t <4 lalu menuju
keseimbangannya, grafik sel terinfeksi bergerak
di waktu t<4
keseimbangannya
bergerak meningkat untuk waktu t <5 lalu
menuju keseimbangannya, dan kasus 2 (y = 0.7;
u=125; f=1.2; k =15) memiliki grafik sel
sehat yang menurun selama waktu t <4 lalu

meningkat lalu  menuju

dan plasma virus yang

menuju keseimbangannya, grafik sel terinfeksi
bergerak meningkat di waktu t < 6 lalu menuju
keseimbangannya dan plasma virus yang
bergerak meningkat untuk waktu t <6 lalu
menuju keseimbangannya
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Gambar 1. Simulasi numerik perilaku model dinamika
virus HIV tanpa waktu tunda.

Grafik dari kasus 3 (y = 0.7, u = 1.25; 8 =
1.2; k¥ =1.5) memiliki grafik sel sehat yang
menurun selama waktu t <4 lalu menuju
keseimbangannya, grafik sel terinfeksi bergerak
meningkat di waktu t<5
keseimbangannya dan plasma virus yang
bergerak meningkat untuk waktu t <6 lalu
menuju keseimbangannya, dan kasus 4 (y = 1.25;
p= 0.7, = 1.2;x = 1.5) memiliki grafik sel sehat
yang menurun selama waktu t < 3 lalu menuju
keseimbangannya, grafik sel terinfeksi bergerak
meningkat di waktu t<5
keseimbangannya dan plasma virus yang
bergerak meningkat untuk waktu t <6 lalu
menuju keseimbangannya.

lalu  menuju

lalu menuju
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Gambar 2. Simulasi numerik perilaku model dinamika
virus HIV dengan waktu tunda.
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Gambar 2  adalah grafik yang
memperlihatkan perbandingan perilaku solusi sel
sehat, sel terinfeksi dan plasma virus HIV dengan
waktu tunda dengan nilai parameter (y = 0.7; 4 =
1.25; B = 1.7; k = 1.5) dan nilai awal (s(0) = 2;
i(0)=1, v(0)=1). menunjukkan
bahwa semakin besar waktu tunda yang diberikan
titik kesetimbangan untuk sel sehat akan semakin
meningkat dan titik kesetimbangan untuk sel
terinfeksi dan plasma virus akan semakin
menurun.

Simulasi
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Gambar 3. Trayektori model dinamika virus HIV
dengan dan tanpa waktu tunda.

Gambar 3 adalah grafik yang
memperlihatkan perbandingan perilaku solusi sel
sehat, sel terinfeksi dan plasma virus HIV dengan
waktu tunda dengan nilai parameter (y = 0.7; 4 =
1.25; B =1.2; k =1.5), nilai awal (s(0) =2;
i(0) =1, v(0) =1), dan waktu tunda yang
berbeda (r=0.2; 7=0.5; t=1;, dan 7 =2).
Kestabilan di titik kritis dari model ini adalah stabil
asimtotik. Trayektori di bidang fasa pada model ini
menunjukkan bahwa semakin besar waktu tunda
yang diberikan maka titik kesetimbangan untuk
sel sehat akan meningkat dan titik kesetimbangan
untuk sel terinfeksi dan plasma virus akan
menurun..

Penutup

Dengan mengambil nilai parameter secara
acak, dan waktu tunda secara acak dengan satuan

waktu, jenis kestabilan dari model dinamika virus
HIV dengan waktu tunda dan tanpa waktu tunda
di titik kritis adalah stabil asimtotik. Perilaku solusi
model dinamika virus HIV tanpa waktu tunda
menunjukkan grafik sel sehat menurun secara
signifikan pada waktu tertentu kemudian menuju
keseimbangan dan grafik untuk sel terinfeksi dan
plasma virus naik secara signifikan hingga
akhirnya menuju keseimbangan. Perilaku solusi
sel sehat, sel terinfeksi dan plasma virus HIV
dengan waktu tunda menunjukkan bahwa jumlah
sel terinfeksi virus, dan jumlah plasma virus HIV
menurun sementara jumlah sel sehat meningkat
dan grafik masing-masing akhirnya menuju
keseimbangannya. Berdasarkan analisis dan
simulasi yang dilakukan telah diketahui bahwa
pemberian waktu tunda yang lebih besar dapat
lebih signifikan menurunkan jumlah dari plasma
virus HIV sehingga jumlah sel sehat semakin
meningkat.
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