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ABSTRAK

Pemodelan matematika merupakan salah satu cara untuk menginterpretasikan
masalah nyata dalam kajian matematik. Penyebaran virus H5N1 dari populasi
unggas ke populasi manusia diinvestigatasi melalui model yang terbentuk. Pada
penelitian ini, salah satu tipe dari pemodelan matematika, yaitu SI-SIIR,
digunakan untuk menganalisis stabilitas lokal dinamik untuk populasi unggas dan
manusia. Model SI-SIIR mendeskripsikan pengelompakan setiap individu untuk
kedua populasi. Setiap unggas yang terinfeksi virus HSN1 akan mati, tetapi setiap
manusia terinfeksi mungkin meninggal atau sembuh. Selain itu, manusia juga
dapat terinfeksi mutasi virus H5N1. Pembahasan utama pada penelitian ini adalah
analisis stabilitas lokal penyebaran virus H5N1 dengan kontrol vaksinasi pada
populasi manusia.

Kata kunci: Model SI-SIIR; virus H5N1; mutasi virus H5N1; Endemik; Stabilitas
Lokal; and Vaksinasi.

1. PENDAHULUAN
Flu burung merupakan istilah yang virus H5N1 adalah  sejenis virus
sering digunakan untuk yang merupakan  suatu  agen

menggambarkan HPAI (High filterable. Pada unggas HPAI dapat

Pathogenic Avian Influenza) H5N1
yang menyerang pada hewan-hewan
ternak khususnya ayam dan bebek.
Pada tahun 1901 diketahui penyebab

menyerang secara mendadak, hingga
dalam jangka  waktu  singkat
menimbulkan kematian. Pada tahun

1997 muncul kasus pertama di
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Hongkong manusia terinfeksi virus
H5N1 satu orang dilaporkan
meninggal karena virus tersebut.
Setelah itu, tercatat ada 100 lebih
kasus yang menimpa manusia
dengan 60 diantaranya berakibat
fatal sejak. Seluruh kasus tersebut
terjadi di Asia disebabkan kontak
langsung dengan unggas Yyang
terinfeksi [6] dan [7].

Virus H5N1 menular ke manusia jika
ada interaksi langsung dengan
unggas yang terinfeksi virus H5N1.
Unggas yang terinfeksi dapat pula
mengeluarkan virus ini melalui tinja,
yang kemudian mengering dan
hancur menjadi semacam bubuk.
Menurut WHO, virus H5N1 lebih
mudah menular dari unggas ke
manusia dibandingkan dari manusia
ke manusia. Satu-satunya cara Vvirus
H5N1 dapat menyebar dengan
mudah dari manusia ke manusia
adalah jika virus HS5N1 tersebut
bermutasi dan bercampur dengan
virus flu manusia [11]. Di
Indonesia, pada akhir tahun 2004
sekitar 5 juta ternak ayam
dimusnahkan karena diindikasikan
terserang virus H5N1. Selanjutnya
Juli tahun 2005 dilaporkan kematian

manusia  akibat  virus  H5N1
menyebabkan tiga orang meninggal.
Dalam kajian pemodelan
matematika, model SI-SIIR atau
pengembangannya merupakan model
penyebaran penyakit endemik yang
telah diteliti (Iwami, 2008; Derouich
and Boutayeb, 2008). Kompartemen
SI, vyaitu susceptible: kelompok
individu unggas yang rentan, dan
infected: kelompok individu unggas
yang tertular virus HSN1, merupakan
kelompok populasi sumber virus.
Dalam tulisan, kompartemen Sl
merupakan populasi unggas, yaitu
asal virus H5N1 selanjutnya akan
menyebar ke populasi manusia.
Kompartemen SIIR, yaitu
susceptible:  kelompok individu
manusia yang rentan, Infecteda:
kelompok individu manusia yang
terinfeksi  karena  virus H5NI,
Infectedpm: kelompok individu
manusia yang terinfeksi karena
mutasi/perubahan virus H5N1, dan
Recovery: kelompok individu
manusia yang sembuh [11] dan [14].
Sejak adanya endemik virus H5N1,
para ahli sudah merancang vaksin
untuk  meminimalisir  kematian

manusia dan unggas. Menurut WHO,
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pada Desember 2014, beberapa pusat
penelitian bahkan universitas di
dunia ini sudah berhasil menemukan
vaksin untuk virus flu burung, baik
vaksin untuk manusia atau vaksin
untuk unggas.

Pada penelitian ini, penulis hanya
menginvestigasi penyebaran virus
H5N1 dengan model SI-SIIR dengan
kontrol vaksinasi pada populasi
manusia. Adanya vaksin untuk
manusia merupakan daya tarik untuk
melakukan kajian kontrol secara
matematik dalam penyabaran virus
H5N1. Hal ini merupakan motivasi
utama dalam penelitian ini. Model
SI-SIIR adalah salah satu model

2. METODE PENELITIAN

Populasi unggas dikelompokkan
dalam  dua kompartemen, vyaitu
kompartemen unggas yang rentan
(S;) dan kompartemen unggas yang
terinfeksi virus H5N1 (l;). Oleh
karena itu, model penyebaran virus
H5N1 yang digunakan pada populasi
unggas adalah model SI. Sementara
itu populasi manusia dikelompokkan
dalam empat kompartemen yaitu
kompartemen manusia yang rentan

(S2), kompartemen manusia Yyang

penyebaran penyakit endemik, Sl
merupakan pengelompokan pada
populasi unggas dalam 2
kompartemen yaitu unggas yang
rentan (S;) dan unggas Yyang
terinfeksi virus  H5N1 (l;). SIIR
adalah pengelompokan pada populasi
manusia dalam 4 kompartemen yaitu
manusia yang rentan (S;), manusia
yang terinfeksi oleh virus H5N1
(I1), manusia yang terinfeksi oleh
mutasi virus H5N1 (l;) dan manusia
yang sembuh (R), dengan catatan
bahwa manusia yang sembuh
merupakan manusia yang sembuh
total dari virus H5N1.

terinfeksi oleh virus H5N1 (l2y),
kompartemen manusia yang
terinfeksi oleh mutasi virus H5N1
(I2) dan kompartemen manusia yang
sembuh (R). Kajian pada penelitian
ini, manusia yang telah sembuh dari
virus.  H5N1  adalah

permanen, maka pemodelan yang

sembuh

digunakan adalah model SIIR.
Ide dalam penelitian ini merupakan
pengembangan dari peneiliti

terdahulu yang telah konsern dengan
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kajian seputar virus H5N1. Dengan virus H5N1 dengan kontrol vaksinasi
mengacu pada [8], [10], [11], [12], pada populasi manusia adalah
dan [16] bagan ilustrasi penyebaran sebagai berikut.
b @
Populasi <——=f S, > 1 | b+m
Unggas C .
,,’ﬁl ¥
/J ’/’, e \ 4
> > [0
Populasi — |21 |22 " R
Manusia P 3
B, ly+d1 l,qud2
J22

Gambar 1: llustrasi kerangka model dengan kontrol vaksin pada
populasi manusia.

c: rekrutmen total pada populasi utama; d,: laju kematian pada
unggas, b: laju kematian alami pada populasi manusia karena mutasi
populasi unggas; @:laju  kontak virus H5N1; f,: laju penularan

individu unggas yang rentan dengan mutasi virus H5N1 pada populasi

individu unggas yang terinfeksi pada . . o
goas yang P manusia, f,: laju vaksinasi pada
populasi unggas; m: laju kematian
opulasi unggas; ¢ :laju mutasi, y:
karena virus H5N1 pada populasi Pop gges, £.14 4
unggas; B laju kontak individu Laju kesembuhan individu dari
) _ ) populasi manusia yang terinfeksi
yang terinfeksi pada populasi unggas ) ]
o virus H5N1; o:laju kesembuhan
dengan individu yang rentan pada o _ _
) ) individu populasi manusia yang
populasi manusia; p: rekrutmen ) ) o
_ _ _ terinfeksi mutasi virus H5N1; «:
total pada populasi manusia; 4 laju Laju penurunan immunitas individu

kematian  alami ada populasi . . i
P pop populasi manusia; dan fg,: laju

manusia; d,: laju kematian pada . i .
vaksinasi pada populasi manusia.

populasi manusia karena virus
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3. TEORI PENDUKUNG
3.1 Persamaan Diferiansial

Bentuk umum suatu sistem N
persamaan orde pertama akan
mempunyai bentuk berikut:

y' = 106y, Y2, 0 YN,

v, = A6y, Y2 0 Y8,

y'y = fn (Y1, Y2, 0 Yn)-
(3.1)

Jika di dalam suatu sistem
terdapat perkalian antara
variabel bebasnya maka disebut
sistem persamaan diferensial tak
linier.Jika di dalam suatu sistem
tidak terdapat perkalian antara
variabel bebasnya maka disebut
sistem persamaan diferensial

linier [5].

3.2 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Definisi 1

Jika A adalah matriks n x n , maka
vektor tak nol x didalam R"
dinamakan vektor eigen (eigen
vektor) dari A jika Ax adalah
kelipatan skalar dari x, yakni:

Ax = Ax

untuk suatu skalar A. Skalar A

dinamakan nilai eigen (eigen value)
dari A dan x dikatakan vektor eigen
yang bersesuaian dengan A [1].
Untuk memperoleh nilai eigen dari
sebuah matriks A yang berukuran n
x n, dapat dilakukan dengan cara
menuliskan kembali Ax =Ax sebagai
Ax = Alx

(3.1

atau secara ekuivalen,

(AUl — A)x = 0. (3.2)
Agar A dapat menjadi nilai eigen,
harus terdapat satu solusi taknol dari
persamaan ini. Persamaan (3.2)
memiliki solusi taknol jika dan hanya
jika

det(Al — A) =0 (3.3)
ini disebut persamaan karakteristik
A; skalar yang memenuhi persamaan

ini adalah nilai eigen dari A [15].

3.3 Matriks Jacobian
Matriks jacobian akan
mempermudah dalam proses

linearisasi sistem non linear [20].

Definisi 2
Diberikan fungsi f = (fi, f2, ) f)

pada sistem persamaan diferensial

- d
nonlinier % = f(x) dengan
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ﬁ € C/(E) R);l = 1, 2, e, N

Matriks

J(f) =

rafi(x)  df1(x) 9f1(x)7
0x1 dxy dxp
0filx) dfa(x) -+ 3f2(x)
dxp dxy 0xp
060 ) )
L Jxq 0x>y dx,

(3.4)
dinamakan matriks Jacobian dari f

pada titik x.

3.4 Titik Kesetimbangan
Diberikan sistem autonomus sebagai
berikut:

d

d_)t(: f(x,y)

dy (3.5)
s g(x,y

Suatu titik (xg, yo) merupakan suatu
titik kritis (atau titik kesetimbangan)
dari sistem (3.5) jika f(xg,y0) =0
dan g(xg,y0) = 0. fungsi konstan
x(t) = xq, y(t) = yo,merupakan

penyelesaian dari (3.5) untuk semua t

[9].

Definisi 3
Dalam bukunya [22], Perko

mendefenisikan suatu sistem

x = f(x) (3.6)

Dengan f:EcR"—>R" fungsi
kontinu pada E. Sistem (3.6)
dikatakan linier jika f;, fo |, f3, ... f,
masing-masing linier dalam Xi, Xo,
X3, ... Xn dan dikatakan nonlinear jika
fi, 2, f5
nonlinier dalam Xi, X, X3, ... Xn.
Definisi 4

f,  masing-masing

Titik x e R" disebut titik ekuilibrium
Sistem (3.6) jika f@:o.
Definisi 5

Titik ekuilibrium x disebut titik

ekuilibrium hiperbolik dari Sistem
(3.6) jika semua nilai eigen Jf(?(j,

mempunyai bagian real tak nol.
Definisi 6

Diberikan matriks Jacobian Jf(?(j ,
sistem x =Jf [?()x disebut linierisasi

Sistem (3.6) di sekitar titik X .
Kestabilan suatu sistem linierisasi

diperoleh berdasarkan nilai eigen

dari matriks Jacobian Jf (?(j )

Teorema 3.1

Diberikan ;<=Ax, dengan A,
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matriks bilangan real, mempunyai

nilai eigen A,,i=12,....k(k<n).

a) Titik ekuilibrium x dikatakan
stabil asimtotik jika dan hanya

jika Re(4,)<0,Vi=12,....,k.

b) Jika  terdapat ie(12,....,k)

sehingga Re(4,)>0, maka titik

ekuilibrium x tidak stabil.
c) Jika (i) Re(4,)<0,Vi=12,....k.

(i) Nilai-nilai eigen A4,
dengan Re(4,)=0
bersesuaian dengan
vektor eigen bebas linier
yang cacahnya sama
dengan  multiplisitasnya

dari 4,.

4. ANALISIS MODEL DAN HASIL

Ide dalam penelitian ini merupakan
pengembangan dari peneiliti
terdahulu yang telah konsern dengan
kajian seputar virus H5N1. Asumsi-
asumsi dalam penelitian ini sebagai
berikut:

a) Populasi manusia dan burung

terbuka
b) Setiap kelahiran pada populasi

manusia masuk ke kompartemen

AN

maka titik ekuilibrium x
stabil.

3.5 Bilangan Reproduksi Dasar
Parameter R, (Bilangan Reproduksi
Dasar) yaitu perkiraan jumlah kasus
kedua yang dihasilkan oleh satu

infectious yang masuk ke populasi.
Jika Ry< 1 maka Z—i< 0 untuk t— oo,

maka setiap individu infected hanya
dapat menyebarkan penyakit kepada
rata-rata kurang dari satu penderita
baru, sehingga penyakit akan
menghilang dari populasi. Jika Ry> 1
maka setiap individu infected dapat
meneyebarkan penyakit kepada rata-
rata lebih dari satu penderita baru,
sehingga pada akhirnya akan terjadi
epidemik [18].

rentan.

c) Setiap kelahiran pada populasi
burung masuk ke kompartemen
rentan.

d) Tidak terjadi penularan virus
H5N1 antar manusia.

e) Laju penurunan  immunitas

individu (manusia) yang sembuh

= 0.

f) Masa inkubasi pada indvidu
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yang terinfeksi atau mutasi virus dengan kontrol vaksinasi pada
H5N1 diabaikan. populasi manusia (Gambar 1), model
Dengan tersebut dan melalui bagan matematika dalam penelitian ini
ilustrasi penyebaran virus H5N1 adalah sebagai berikut:
ﬁ:C+b81 -S|,
dldt (4.1)
d—tlza)sll1 —bl, —ml,
ds
d—tlzc—bs1 - oS, 1
dl
d_tlz oS 1, —bl, —ml,
ds,
F:P_,Usz =BS5S, 1, = B,S,1, + B,S,

dl (4.2)
_Zl_ﬁlszll _‘9'21'22 _ﬂlzl _d1|21 _7'21

dt

dli—el I, + 3,S,l,, —,, —d,l,, —dl
dt_ 2l 29210 = Hlp 212 2
drR

E:ﬂzf"o'lzz_,uR

Dengan domain

T :{(sfl, 1,y Lo 1oy feje RS

A A A AN

AN
0<S,+1,,+1,+R<N, <

o|o

RS

}.

Teorema 4.1

Diberikan r, :% bilangan reproduktif dasar dari Sistem (4.1).
+m

i) Jika ry <1 maka Sistem (4.1) hanya mempunyai satu titik ekuilibrium yaitu

(552

i) Jika ry,>1, maka Sistem (4.1) mempunyai dua titik ekuilibrium
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at c o b+m ¢ b
PO:(Sl,Iljz(B,Oj dan Pl:(Sl,llJ:( . ’b+m_gj'

Teorema 4.2

Misalkan IA1:0 danR, =( 1 )'(D’BZ q ) bilangan reproduktif dasar
H=P, \t+0U; +0

karena penyebaran mutasi virus HSN1 pada populasi manusia.

i) Jika R, <1,maka Sistem (5.2) hanya mempunyai satu titik ekuilibrium yaitu Eg
- (§1, 1., 1o 1oy ﬁj:(g,o,ﬁ,o,o,o) Jika R,>1, maka Sistem (5.2)
y7]

mempunyai dua titik ekuilibrium yaitu Eo =

(sAl, 1,5, Ly L, FAej =[E,O,£,O,O,Oj dan
b u

AA A A A
1 Il’SZ’ 21 22’ R

(s
(%'0’ - +6)'0’((ﬂ+di +G)_ﬂ/_32ﬂ4}%((ﬂ+di +0)—ﬂ[;2ﬁ4j}

Bukti:

Untuk fl:O dan %=Odiperoleh I;:O. Jika fl:Odan d('j%=0 maka

N r u+d,+o

l,, =0atau S, = , demikian selanjutnya hingga titik ekulibrium non-

2

endemik  Eo = (SAl,lAl,SAZ,I;l,Izz,ﬁj:&,o,ﬁ,o,o,OJ . Karena
U

|22 P _#b : I; =0, dan d—R:O, ditemukan

(,u+d2+(7) B, dt
@zg{( p _u—/ﬂ}_

H ,U+d2+o-) B,
Teorema 4.3 R - o5,
O_ N
Diberikan |, = ¢ —B>0, (ﬂ+d2+0{ﬂ+ﬂ1|1_ﬂ4j
b+m o

adalah bilangan reproduktif dasar

170



JURNAL GENERASI KAMPUS VOLUME 9, NOMOR 2, SEPTEMBER 2016

penyebaran virus H5N1 dan mutasi AA A A A A

_ S, 1,S,, 1,1, R merupakan
virus H5N1 dari Sistem (4.2). Jika

titik ekuilibrium ketiga dari Sistem
(4.2), dengan

F50>1 , Mmaka Sistem (4.2)

mempunyai tiga titik ekuilibrium
~ b+m " c b

yaitu Eo, E; dan E,. Titik E, = S, = p. >0; |1=b+m—5>o;
.- 1 o]
ﬂ+p+2k{pﬁz—ku+p \/[pﬂz—kﬁwp)] ﬂzlpgp}
|A21= PP >0;
1 413,k
{U+p+{pﬂ2—k,u+p \/[pﬁz—k,u+p)]2 P pep}}
denganFi :p—'BZ>1;
" k(u+p)
. k
|, = 25k {pﬂz—k;wp \/[Pﬂz—kﬂﬂo)] 'lepép}>0;dan
2
P .
1 443,k
o] Nu+p+_- pﬂz—k(,u+p)+\/[pﬂ2—k(lu+p)]2+ﬂngp
R=— 2k I >0.
H K
pB, —k(u+p)+ \/[,Oﬂz—k,u+p)] 2PpeP
2/32 I
(4.3)
Teorema 4.4 ekuilibrium Py stabil asimtotik
Diberikan 1, =— % __ | dan titik- lokal.
blo-+m) i) Jika 1, >1, maka titik

titik ekuilibrium — dari Sistem  (4.1) ekuilibrium Po tidak stabil (titik

yaitu Pg = (§1 IZ):(%,OJ dan P, saddle).
iii) Jika r,>1, maka titik
:(SA IA)_(b+m c _Ej o o
1l o bim o) ekuilibrium P; stabil asimtotik

L . lokal.
i) Jika <1, maka titik
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Bukti:

dan 4, =% —(b+m)>0, maka
Persamaan  karakteristik  matriks b

titik Po tidak stabil (titik saddle).
Persamaan karakteristiknya matrik

Jacobian titik Po, yaitu

Al - J(R,) = 0sedemikian sehingga
Jacobian untuk titik P; , yaitu

C
(/1+b)-(/1+(b+ m)—F):O. Al -J(P)=0, berlaku:
i) Untuk r,<1, maka 4, =-b<0 2+ aib+rmb-ac=0
b+m
dan A, :%—(b+m)<0, maka Dengan menentukan nilai A4 yang

.. o i memenuhi persamaan kuadrat di
titik Pg stabil asimotik lokal. P

atas, ditarik kesimpulan bahwa titik

i) Untuk r,>1, makal, =-b<0 .
titik P, stabil lokal. ]

Teorema 4.5

PP,

Diberikan R, =
P S = B Y+ d, +0)

dan titik ekuilibrium bebas penyakit dari

Sistem (4.2)  yaitu Eo = (sﬁ,ﬂ, Az,|;l,|;,ﬁj:(g,o,ﬁ,o,o,oj.Jika R, <1,
u

maka titik ekuilibrium E, stabil asimtotik lokal.

i) JikaR, >1, maka titik ekuilibrium E, tidak stabil (titik saddle).
Bukti:

Pembuktian Teorema 4.5 analog dengan pembuktian Teorema 4.4. m

Teorema 4.6

JikaR, = PP, >1 maka, titik ekuilibrium endemik E; =
(=B Nu+d, +o)

[gl,ll,gz,l;,l;,a):(g,oﬁwdm),o,[( : _ﬂ—ﬁ4}£[< / _ﬂ-mD

>

B, ﬂ+d2+0) B, H ,u+d2+6) B,
stabil asimtotik lokal.

Bukti:

Nilai eigen dari matriks J(E,), ditentukan melalui persamaan karakteristiknya
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A1 -J(E,)=0.

(ﬁ—(b—,@){i—[bm —(b+m)D.(}L+I)(/1+y).(/12+pTﬂ2/1+(pﬂ2—,uk)j=O

3

Dengan menggunakan Kriteria Routh-Hurwitz, Teorema 1 disimpulkan bahwa

titik E; stabil asimtotik lokal . m

5. KESIMPULAN DAN SARAN
Jika nilai parameter @ semakin kecil
maka akan mengakibatkan nilai

parameter m semakin kecil. Dengan

demikian nilai ( —Bj akan

b+m
konvergen ke %(jumlah maksimum

dari populasi unggas). Dengan
demikian peneliti memberikan saran
kepada pihak pengambil kebijakan,
perlu dan harus dikaji secara ilmu
kesehatan tindakan preventif yang
memenuhi kondisi (semakin kecil)
parameter @ dan m. Sebagai
tindakan preventif atas bahaya suatu
virus mengacu pada bilangan

reproduktif dasar (Rp). Dalam
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